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Capitulo

Definiciones

DEFINICION 1.0.1. Una opcion es un titulo (o contrato) financiero
que da a su propietario o tenedor de éste, el derecho y no la obligacion
de comprar o vender (segin sea una opcién de compra o venta) una
cierta cantidad de un activo financiero, a una fecha convenida y a un
precio fijado de antemano.

La descripcion precisa de una opcion se hace a partir de los
elementos siguientes:

e Tipos de opciones: Se dice segiin la terminologia anglo-sajona, de
call para una opciéon de compra y de un put para una opciéon de
venta.

e El activo subyacente, sobre el cual se tiene la opcion: en la practica
puede ser éste una accion, una divisa, etc.

e El monto, es decir la cantidad de activo subyacente a comprar o
vender.

e Fecha de expiracion o de maduracion que limita el tiempo de
vigencia de la opcion; si la opcion se puede ejercer en cualquier
momento previo a la fecha de maduracién, se dice que se trata de
una opcioén americana, sila opcion solo puede ejercer en la fecha de
maduracién se dice que se trata de una opcién europea.

e El precio de ejercicio, que es el precio (fijado de antemano) al cual
se hace la transaccion en caso de ejercer la opcién, también se le
denomina precio strike .

La opcién tiene un precio llamado prima. Cuando la opcion es
cotizada en un mercado financiero organizado, la prima esta dada por
el mercado. Si no hay cotizacién se tiene el problema de calclular la
prima. Aun para una opcién cotizada, puede ser de interés tener una
férmula o modelo que permita detectar anomalias del mercado.

Examinemos, para fijar ideas el caso de un call europeo (opcion
de compra, que solo puede ejercerse en la fecha de expiracion) con
fecha de expiracion T, cuyo activo subyacente es una acciéon tal que
la cotizacion en la fecha t, esta dada por S;. Sea K el precio de
ejercicio. Es claro que si en la fecha de ejercicio T, el precio K es
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2 1. DEFINICIONES

mayor que la cotizacion St, el propiertario o tenedor de la opciéon no
estara interesado en ejercer su derecho. Pero, si St > K, el ejercer la
opcién permite a su propietario obtener una ganancia igual a St — K,
comprando la acciéon al precio K y revendiéndola en el mercado en la
cotizacion S7. Asi vemos que en la fecha de expiracion, el valor del call
esta dado por: (St — K)" = max (St — K, 0).

Para el vendedor de la opcién se trata, en caso de ejercicio de poder
proveer una accion al precio K y haber producido una riqueza igual a
(St — K)". En el momento en que se realiza la venta de la opcion, el cual
lo tomaremos como origen del tiempo, la cotizacién S se desconoce y
asi surgen dos preguntas:

1. ;Cuanto hay que pedir que pague el comprador de la opcion, o
sea como valuar en el instante ¢t = 0 una riqueza (St — K)*, disponible
en la fecha T ?. Este es el problema de valuaciéon o pricing.

2. iComo, el vendedor que ha cobrado la prima en el instante t = 0
llegard a producir una riqueza (S — K)* en la fecha T ?. Este es el
problema de la cobertura .

DEFINICION 1.0.2. Un portafolio de inversion, es una seleccion de
documentos o valores que se cotizan en el mercado financiero y en los
que una persona o empresa, deciden invertir su dinero; matematica-
mente se define como A = (Ag, Aq,...,Ay), donde Ay es el nimero de
cantidades de la accion que se tienen en el intervalo [k, k + 1).



Capitulo

El modelo binomial de valuacion de
activos

El modelo binomial para la valuaciéon de activos proporciona una
herramienta poderosa para entender la teoria de valuacion, de arbitraje
y la teoria de probabilidad.

Con el modelo binomial para la valuacién de activos se modelaran
los precios de activos en tiempo discreto, suponiendo que en cada paso,
el precio cambia a uno de dos posibles valores. Comencemos con un
precio inicial positivo: Sy. Existen dos nimeros positivos: d y u, con:

0<d<u, (2.1)

tal que al siguiente periodo, el precio del activo puede ser: dS, o bien
MS().

Tipicamente tomamos d y u que satisfacen: 0 < d < 1 < u, el
cambio del precio del activo de Sy a dS;y representa un movimiento
descendente, y el cambio del precio del activo de Sy a uS, representa
un movimiento ascendente. También es comun tener d = 1/u, y esto
sera el caso en los ejemplos de expuestos en las primeras 4 secciones.
De cualquier forma so6lo supondremos (2.1) y (2.2) que definiremos
posteriormente.

Por supuesto, los movimientos de los precios de los activos son
mucho mas complicados que los dados por el modelo binomial para
la valuacion de activos. Consideraremos este modelo por tres razones.
Primero, en este modelo se observaran claramente los conceptos de
valuacion, de arbitraje y su relacion con la probabilidad neutra al
riesgo. Segunda, el modelo se utiliza en la practica ya que con un
numero suficiente de pasos da una buena aproximacién computacional
de los modelos en tiempo continuo. Tercera, dentro de este modelo
binomial podemos desarrollar la teoria de esperanza condicional y
martingalas, la cual es la piedra angular de los modelos en tiempo
continuo.

Con esta tercera motivacion, primero daremos la notacién para el
modelo binomial.



4 2. EL MODELO BINOMIAL DE VALUACION DE ACTIVOS

Imaginemos, que se lanza una moneda, y cuando cae aguila, el
precio tiene un movimiento ascendente, pero cuando cae sol, el precio
tiene un movimiento descendente.

Denotaremos el precio al tiempo 1 por S;(A) = uSy, si el lanzamiento
resulta aguila (A), y por S1(S) = dSy, si este resulta sol (S). Después del
segundo lanzamiento, el precio puede ser cualquiera de:

S2(AA) = uS1(A) = u’Sy,
S»(AS) = dS1(A) = duSy,
$>(SA) = uS1(S) = udSo,
$5(SS) = dS1(S) = d*Sy.

Después de tres lanzamientos, hay ocho posibles resultados de la
moneda, sin embargo no todos los resultados del precio del activo son
diferentes al tiempo 3.

Por el momento asumiremos que el tercer lanzamiento es el ultimo y
asi el conjunto de resultados de los tres lanzamientos es:

Q={AAA, AAS, ASA, ASS,SAA, SAS, SSA, SSS}.

El conjunto Q) de todos los posibles resultados del experimento es
llamado el espacio muestral del experimento, y los elementos w de Q
son llamados puntos muestrales. En este caso, cada punto muestral w
es un arreglo de A’s y S’s. Denotemos al k-ésimo componente de w por
wy; por ejemplo, cuando w = ASA, tenemos: w; = A, W, =S, w3 = A.

El precio del activo Sy en el tiempo k depende de los resultados
de los lanzamientos de la moneda. Para enfatizar esto, a menudo
escribiremos Si(w), y algunas veces usaremos notacion tal como
S3(w1, w», w3), s6lo para recordar mas explicitamente como S3 depende
de todas las componentes de w, S, depende s6lo de las dos primeras
componentes de w, S; depende sélo de la primer componente de w, y
So no depende de w, o0 sea es determinista.

EJEMPLO 2.0.3. Sea Sp = 4,u=2yd = % Cada punto muestral
w = (w1, w», w3) representa un posible resultado de lanzar una moneda
tres veces. Entonces, podemos pensar que el espacio muestral Q es el
conjunto de todos los posibles resultados de los tres lanzamientos.
Para completar nuestro modelo binomial de valuacién de activos,
introducimos un mercado de dinero con tasa de interés ¥; un peso
invertido en el mercado de dinero llega a ser (1 + ) en el siguiente
periodo. Vamos a suponer que:

d<l+r<u. (2.2)

El modelo no tendria sentido si no tuviésemos ésta condicién. Por
ejemplo, si 1+7 > u, entonces la tasa de retorno del mercado de dinero
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es siempre por lo menos tan grande y en ocasiones mayor que la tasa
de retorno del activo, y a nadie le gustaria invertir en el activo. La
desigualdad d > 1 + 7, no puede suceder a menos que 7 sea negativa o
d > 1. En este ultimo caso, la accion realmente no tiene un movimiento
descendente si obtenemos sol, esta sube. Una vez que se pide prestado
a una tasa de interés v y se invierte en la accion, en el peor de los casos,
el precio de la accion esta a la alza tan rapido como la deuda usada
para comprarla.

Con una accion como subyacente, consideremos una opcion call
europea con precio de ejercicio K > 0 y tiempo de maduraciéon 1. Esta
opcion confiere el derecho de comprar la accién al tiempo 1 por K
pesos. Es claro que si en la fecha de maduracion T, el precio K es
mayor que la cotizacion St , el propietario o tenedor de la opciéon no
estarad interesado en ejercer su derecho pero, si St > K, el ejercer la
opcién permite a su propietario obtener una ganancia igual a (S — K)*,
comprando la acciéon al precio K y revendiéndola en el mercado en la
cotizacion St. Denotemos por:

Vi(w) = ($1(w) — K); = max {$1(w) — K, 0},

el valor o precio de ésta opcion en la fecha de ejercicio. Por supuesto
que V7(w) solo depende de w; y algunas veces vamos a escribir V;(w;)
en vez de Vi(w).

Nuestra primera tarea es calcular el valor o precio (pricing) de esta
opcion al tiempo cero.

Para el vendedor de la opcion call se trata, en caso de ejercicio de
poder proveer una accion al precio K y haber producido una riqueza
igual a (St — K)*. En el momento en que se realiza la venta de la
opcion, el vendedor vendio la opcién call por V, pesos, donde V; esta
por determinarse. Ahora el vendedor tiene la obligacion de pagar:
(uSy — K), si w; es aguila y pagar (dSy — K), si w; es sol. Al tiempo en
que se vendio la opcion no sabia que valor tomaria w;. El vendedor se
protege mediante la compra de A, cantidades de una accion, donde Ag
todavia no ha sido determinada. El vendedor puede usar las ganacias
de la venta de V|, para este proposito, y entonces pedir prestado si es
necesario con una tasa de interés ¥ para completar la compra. Si V; es
mayor que lo necesario para comprar las A, cantidades de la accion, el
vendedor invertira el dinero sobrante a una tasa de interés . En ambos
casos, el vendedor tendra invertidos: Vo — AgSo pesos en el mercado de
dinero, donde ésta cantidad puede ser negativa.

Si la accion sube, el valor del portafolio es:

ApS1(A) + (1 +7)(Vy — ApSop),
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y se necesita tener V;(A). Entonces, se desea elegir Vy y Ay de forma tal
que se cumpla:

V1(A) = A¢S51(A) + (1 +7)(Vy — AgSo). (2.3)
Si la accién baja, el valor del portafolio es:
Ap51(8) + (1 +71)(Vo — AoSo),

y se necesita tener V;(S). Entonces, se desea elegir V; y Ay de forma tal
que se cumpla:

Vl(S) = AQSl(S) + (]. + 'V')(V() — AQS()). (24)

Por lo que se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas;
restando (2.4) de (2.3) obtenemos:
Vi(A) — Vi(S) = Ag(S1(A) — 51(5)), (2.5)
asi que:
3 Vi(A) — V1(S)
S1(A) — $1(9)°
Esta es la version en tiempo discreto de la féormula, delta cobertura
para instrumentos derivados, y en el sentido estricto del calculo es la
razéon de cambio del valor de las acciones con respecto al precio del
activo subyacente, es decir, la derivada.
Para completar la soluciéon de (2.3) y (2.4), sustituyamos (2.6) en (2.3)
o en(2.4) y resolvamos para Vy. Después de algunas simplificaciones,
tenemos:

Ag (2.6)

1 l1+r—d u—>1+7r
= 7V1(A)+¥V1(S) . 2.7)
l1+r | u—-d u-—d

0

Este es el precio para una opcion call europea de valor V; al tiempo 1,
para simplificar esta féormula definamos:

~ l+r—-d - u-—-Q0Q+7r) -
Peu—a VT u—a P 28
asi de (2.7) obtenemos:
1 - -
Vo = — [le(A) + qu(S)] . (29)

1+7r

Puesto que hemos tomado d < u, p y q estan bien definidas, es
decir, el denominador en (2.8) no es cero.

De (2.2), tanto p como g estan en el intervalo (0,1) y puesto
que suman 1, podemos verlas como las probabilidades de A y S,
respectivamente. Estas son las llamadas probabilidades neutras al
riesgo y aparecen cuando resolvemos las dos ecuaciones (2.3) y (2.4), y
no tienen que ver con las probabilidades actuales de obtener A o S en
los lanzamientos de las monedas. De hecho, en este punto, s6lo son
una herramienta conveniente para escribir (2.7) como (2.9).
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Ahora consideremos una opcion call europea que paga K pesos
al tiempo 2. En el tiempo de maduracion el valor de esta opcion
es Vo = (S» — K)*, donde V, v S» dependen de w; y w>, el primer
y el segundo lanzamiento de la moneda respectivamente. Deseamos
determinar el precio para esta opcion al tiempo cero. Suponga que un
agente vende la opcién al tiempo cero por V, pesos, donde V, esta
por determinarse. El inversionista compra A, cantidades de la accion,
inviertiendo Vi — A¢Sy pesos en el mercado de dinero para financiar
esto. Al tiempo 1, el inversionista tiene un portafolio valuado en:

X1 =751+ (A +)(Vy — AoSo). (2.10)

Si bien, no nos lo indica en la notacién, S; y por lo tanto X;
dependen de w, es decir del resultado del primer lanzamiento de la
moneda. Entonces, existen dos ecuaciones implicitas en (2.10):

X1(A) = ApS1(A) + (1 +7)(Vo — AgSo),
X1(8) = ApS1(S) + (1 + 1)(Vy — ApSp).

Después del primer lanzamiento de la moneda, el inversionista
tiene X; pesos y puede reajustarlo a su estrategia. Suponga que el
inversionista decide ahora guardar A; cantidades de la accion, donde
A; depende de w; porque el inversionista sabe que valor ha tomado
w;. El inversionista invierte el resto en X; — A;S; en el mercado de
dinero. En el siguiente periodo, su ganancia estara dada por el lado
derecho de la siguiente ecuacion, y el inversionista desea que ésta sea
V5. Por lo tanto, el inversionista quiere tener:

Vo=A15+(1 +T)(X1 —AlSl). (2.11)

Considerando todos los resultados podemos escribir (2.11) como
cuatro ecuaciones:

V2(AA) = A1(A)S2(AA) + (1 +7)(X1(A) — A1(A)S1(A)),

V2(AS) = A1(A)S2(AS) + (1 + 1)(X1(A) — A1(A)S1(A)),

Va2(SA) = A1(85)S2(SA) + (1 + 1)(X1(S) — A1(S)S1(S)),

V2(8S) = A1(8)S52(8S) + (1 + ¥)N(X1(S) — A1(S)S1(5)).
Ahora tenemos seis ecuaciones, las dos representadas por (2.10) y las
cuatro representadas por (2.11), en las seis desconocemos: Vi, Ay,
A1(A), A(S), X1(A) y X4(S).

Para resolver estas ecuaciones y por ende determinar el precio V
de la opcioén, del portafolio de cobertura Ay, A1(A) y A1(S), comencemos
con las dos ultimas ecuaciones:

Va(SA) = A1(8)S2(SA) + (1 + r)(X1(S) — A1(5)S1(5)),
V2(SS) = A1(S)S5(SS) + (1 + (X1 (S) — Ar(S)S1(S)),



8 2. EL MODELO BINOMIAL DE VALUACION DE ACTIVOS

resolviendo para A;(S) obtenemos la formula delta cobertura:

AL(S) = V2(SA) — Va(SS)

So(SA) — S»(SS)” (2.12)
y sustituyendo A;(S), obtenemos:
1 - ~
X:18) = —— [pVZ(SA) + qu(SS)} . (2.13)

1+7r

La ecuacion (2.13), da el valor del portafolio de cobertura que se
debe tener al tiempo 1, si la accion tiene un movimiento descendente
entre el tiempo 0 y 1. Definimos ésta cantidad como el valor de la
opcion al tiempo 1 si w, = S, y la denotamos por V;(S). Tenemos que:

Vi(S) = 1 [PValSA) + aValss)] (2.14)

El portafolio de cobertura debe escogerse de tal forma que su
riqueza X;(S), si w; = S, concuerde con V;(S) definida por (2.14). Esta
formula es analoga a la formula (2.9), pero después de un periodo. Las
primeras dos ecuaciones implicitas en (2.11) nos llevan similarmente a
las formulas:

Va2(AA) — Vo (AS)

M) = 5 AA) — S(As)”

(2.15)

y X1(A) = V1(A), donde V;(A) es el valor de la opcion al tiempo 1 si
w1 = A, definido por:

Vi(A) = llTr [ﬁVZ(AS) +'ziV2(AS)] . (2.16)
Esta es una formula analoga a (2.9) un periodo después . Finalmente,
igualamos los valores X;(A) = Vi(A) v X1(A) = Vi(A) en las dos
ecuaciones implicitas en (2.10). La solucion de estas ecuaciones para
Ao vV Vy es la misma que la solucién de (2.3) y (2.4) y resultan de nuevo
en (2.6) y (2.9).

Si denotamos por Vi el valor al tiempo k de la opciéon y
este depende de los primeros k lanzamientos de la moneda: w,
Wy,..., Wk_1, W, después de los primeros k — 1 lanzamientos los
w1,Wos,. ..,Wg_1 son conocidos, el portafolio de cobertura debe tener
Ap_1(w1, woy,...,wg_1) cantidades de acciones, donde

Vilwy, ..., wg_1,A) = Vi(wy, ..., w0k_1,S)

Sk(w1’ ey wk—llA) - Sk(w1! ey wk—l’S) '
(2.17)

Ak—l(wll W2,..., wk—l) =
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y el valor al tiempo k — 1 de la opcion, cuando los resultados de los

primeros k — 1 lanzamientos son w1,w>,. .. ,wk_1, €sta dado por:
1 -
Vk—l(wla W2y ...y wk—l) = m [pvk(wl, W2, ...y Wi—1, A)

+avk(wl!w2!---)wk—l!s) -






Capitulo

Espacios finitos de probabilidad

DEFINICION 3.0.4. Sea Q un conjunto no vacio. Una o-algebra es una
coleccion § de subconjuntos de Q con las siguientes propiedades:

(1) 0eg,

(2) Si A € §, entonces A€ € §F,

(3) Si A1, A A;z, ... es una sucesion de conjuntos de §, entonces
Upre; Ak también esta en §.

Algunas o-algebras importantes de los subconjuntos del conjunto
Q del Ejemplo 2.1 son:

So=1{0,Q},

F1 =1{0,Q,{AAA, AAS, ASA, ASS}, {SAA, SAS, SSA, SSS}}

T2 =1{0,Q,{AAA, AAS}, {ASA, ASS}, {SAA, SAS}, {SSA, SSS}y todos
los conjuntos que pueden construirse tomando las
uniones de estos},

§3 =3 = El conjunto de todos los subconjuntos de Q.

Para simplificar la notacion, definamos:
Ay = {AAA, AAS, ASA, ASS} = {A en el primer lanzamiento},
As = {SAA, SAS, SSA, SSS} = {S en el primer lanzamiento},
asi que
F1={0,Q, A4, As}.
y también definamos:
Aan = {AAA, AAS} = {AA en los primeros dos lanzamientos},
Ays = {ASA, ASS} = {AS en los primeros dos lanzamientos},
Asa £ {SAA, SAS} = {SA en los primeros dos lanzamientos},
Ass = {SSA, SSS} = {SS en los primeros dos lanzamientos}

11



12 3. ESPACIOS FINITOS DE PROBABILIDAD

asi que:
0,Q, Asa, Aas, Asa, Ass, Aa, As,
S2 =1 AsaUAgs, Ags, Ass, Aas U Agy,
Aus U Ags, A, Ay Aga, ASs-

Interpretamos las o-algebras como aquellas que guardan la infor-
macion: la o-algebra 1, se dice que contiene la informacion del primer
lanzamiento, la cual usualmente es nombrada “informacion al tiempo
1”. Similarmente, §, contiene la informacion de los primeros dos lan-
zamientos, por ello se dice que contiene la informacion al tiempo 2. La
o—algebra §3 = § contiene toda la informacion acerca del resultado de
los tres lanzamientos. Por ultimo §, es llamada o—algebra trivial, ya
que no contiene informacion.



Capitulo

Esperanza condicional

4.1. Inrormacion

DEFINICION 4.1.1. (Eventos determinados por los primeros k lan-
zamientos). Decimos que un evento A C Q esta determinado por
los primeros k lanzamientos si, sabiendo sélo el resultado de los
primeros k lanzamientos, podemos saber cuales resultados de todos
los lanzamientos estan en A. En general, denotaremos la coleccion de
conjuntos determinados por los primeros k lanzamientos por §i. Se
puede demostrar que F, es una o-algebra.

Note que la variable aleatoria Sj es §r-medible, para cada k = 1,
2,..., M.

Antes de hablar de esperanza condicional, necesitamos introducir
una medida de probabilidad en nuestro espacio muestral Q de
lanzamientos de una moneda. Definamos:

e p € (0,1), es la probabilidad de aguila,
e 42 (1 —p), es la probabilidad de sol,
e Los lanzamientos de moneda son independientes, entonces:

P(AAS) = p?q, etc.,

Recordemos que la esperanza de una v.a. se define como:

DEFINICION 4.1.2 (Esperanza).

EX 2> Xw)P(w).
wen
Si A C Q entonces la funcion indicadora de A se define como:

1 simeA
IA(w)z{ 0 siwé¢A }

y en ése caso

E(IAX)=/XdP= ZX(w)P(w).
A

WwEA

Podemos pensar a E([4X) como el promedio parcial de X en el
conjunto A.

13



14 4. ESPERANZA CONDICIONAL
Recordemos el Teorema de Radon-Nikodyn que nos permite obtener
la exitencia de la esperanza condicional.

TEOREMA 4.1.3 (Radon-Nikodym). Sea P y P dos medidas de pro-
babilidad en (Q, §). Supongamos que para todo A € § que satlsface
P(A) = 0, también tenemos que P(A) = 0. Entonces decimos que P es
absolutamente continua con respecto a P. Bajo esta suposicion, existe
una variable aleatoria no negativa Z tal que:

P(A) = / ZdP, VA € 3. 4.1)
A

Nota 1. La ecuacién (4.1) implica
EX = E[XZ]
para toda variable aleatoria X para la cual E|XZ| < .

NoTa 2. Si P es absolutamente contlnua con respecto a P y P
es absolutamente continua respecto a P, decimos que Py P son
equivalentes. Py P son equivalentes siy solo si

P(A) = 0 cuando P(A) = 0, VA € 3.

4.2. Definicion de esperanza condicional

TEOREMA 4.2.1. Sean (Q, §, P) un espacio de probabilidad, y sea G
una sub-o—dlgebra de §. Sea X una variable aleatoria integrable,
entonces

a) Existe una v.a. Y, G-medible e integrable tal que
VB € Q/XdP=/YdP. 4.2)
B B

b) Si Y’ es otra v.a. G—medible, e integrable tal que se cumple la
ecuacion 4.2, entonces Y =Y' P.c.s..

¢) La clase de equivalencia de v.a. G—medibles que cumplen con la
ecuacion 4.2, es llamada la esperanza condicional de X dada G y se
denota por E[X/G].

Notacion Para variables aleatorias X, Y, denotaremos por:

E(X]Y) 2 E(X/o(Y)).

4.3. Discusion adicional del promedio parcial

La propiedad de promedio parcial es:

/E(X/Q)dP=/XdP, VA € G. (4.3)
A A



4.4. PROPIEDADES DE LA ESPERANZA CONDICIONAL 15

Podemos escribir esto como:

a)

b)

)

e)

E[ILE(X/9)] = E[1aX]. (4.4)

4.4. Propiedades de la esperanza condicional

Si X es G medible, entonces
EX/G) = X.

Si la informacion contenida en G es suficiente para determinar
X, entonces la mejor estimaciéon de X basada en G es X misma.
Si Z es G medible, entonces

E(ZX|G) = ZE(X/0).

Cuando condicionamos sobre G, la variable aleatoria Z, G-
medible actua como una constante.
Si $ es una sub o-algebra de G, entonces

E(E(X/G)/9) = E(X/9)

Que § sea una sub o-algebra de G significa que G contiene
mas informacion que $.

Si estimamos X basandonos en la informacién en G , y
después calculamos el estimador basado en la cantidad mas
pequena de informacion en $), entonces obtenemos el mismo
resultado si hubiésemos estimado directamente X basado en
la informacion de $.

En particular si G = {Q, #}, entonces

E(E(X/9)) = E(X).

Independencia
Si § es independiente de o (0(X), G), entonces

E[X/o(G,$H]=E[X/F].
En particular, si X es independiente de $), entonces:
E[X/$]=E[X].

Si $ es independiente de X y de G, entonces nada se gana
incluyendo la informacién contenida en $) en la estimaciéon
de X.
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4.5. Aplicacion al modelo binomial

Consideremos Q los resultados de lanzar una moneda dos veces.
Recordemos que: §; = {0}, A4, A5 Q}. Note que E(S»/F1) debe ser una
constante sobre A4 0 Ag. Ahora, puesto que E (S»/§1) debe satisfacer la
propiedad de promedio parcial, (21)

/ E(sz/31>dp=/ S,dP,
Ay

Ay

/E(Sz/sl)dP=/ SodP.
Ag AS

Calculemos teniendo en cuenta que sobre A, la esperanza condicional
es constante,

/ E(S2/81)dP = P(AA) E(S2/81) (W)
Aa
= pE(S2/81) (W), Yw € Aa.

Por el otro lado,

S,dP = p*u’Sy + pquds,.
Ay
Por lo tanto,

E(S2/F1) (w) = puSy + qudSy,Vw € Ay.

También podemos escribir:
E(S2/81) (w) = pu’So + qudSy = (pu + qd) uSy
= (pu +qd) S, (w),Yw € A,.

Similarmente,

E(S2/51) (w) = (pu + qd)S; (w),Vw € As.
En los dos casos tenemos

E(S2/81) (w) = (pu +qd) S, (w),Yw € Q.
Un argumento similar para el siguiente paso en el tiempo muestra que

E(S3/82) (w) = (pu +qd) S (w) .
De las ecuaciones anteriores obtenemos
E[E(S3/82) /811 = El(pu + qd)S2 /3§21 = (pu + qd) E (S2/381)
= (pu + qd)>S;.

Esta expresion es E (S3/§1) -
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Martingalas

Los ingredientes para el estudio de martingalas son:

e Un espacio de probabilidad (2, §, P).

e Una sucesion de o-algebras §o,§1,... con la propiedad de
So €% G...,C Fn € § la sucesion de o—algebras es
llamada filtracion .

e Una sucesion de variables aleatorias M,, Mi,... llamada
unproceso estocastico, en tiempo discreto.

Condiciones para ser una martingala:
(1) Cada My es §r—medible. Si se conoce la informacion de Fg,
entonces se conoce el valor de M. Decimos que el proceso
{M,} es adaptado a la filtraciéon {Fy}.

(2) Para cada k, E(My,1/8x) = M. Las martingalas no tienden a
subir ni tampoco tienden a bajar.

Una supermartingala tiende a bajar, es decir, la condicion 2 de las
martingalas es reemplazada por

E (Myy1/8x) < My;
una submartingala tiende a subir, es decir
E (Mys1/8k) = M.

EsempLO 5.0.1 (El modelo binomial). Para k = 1, 2 hemos mostrado
que
E Sk /8k) = (pu + qd)Sk.
Para k = 0, tenemos el conjunto Fo = {0, Q}, la “o-algebra trivial”.
Esta og-algebra no contiene informacion, y cualquier variable aleatoria
Fo—medible debe ser una constante i.e. no aleatoria. Por lo tanto,
por definicién, E (S, /o) s una costante que satisface la propiedad del

promedio parcial.
/ E(S1/50) dP = / S1dP.
Q Q

El lado derecho es ES; = (pu + qd) Sy, asi que tenemos
E($1/80) = (pu + qd) So.

17
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En conclusion,
e Si(pu +qd) =1 entonces
{Sk, 8k, k=0,1,2,...} es una martingala.
e Si(pu +qd) > 1 entonces
{Sk,Fr, k=0,1,2,...} es una submartingala.
e Si(pu +qd) <1 entonces
{Sks Sk, k=0,1,2,...} es una supermartingala.
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El modelo de Cox-Ross & Rubinstein
y la Formula de Black & Scholes

Aqui vamos a tener dos activos, uno sin riesgo invertido a una tasa
¥ por periodo y una accioén, tal que da una tasa de rendimiento (o tasa
de retorno) entre la fecha n y n+ 1 que puede ser (d — 1) o bien (u — 1),
cond < 1+7 < d. En la fecha cero la accion tiene un valor S,. En la
fecha n + 1 el valor de la accion resulta ser:

s ) uw S» con probabilidad p
™17 d-8, con probabilidad 1 — p.

Notemos que para cualquier j, Sj,1/Sj, solo puede tomar los valores u
o bien d.

Sino hay oportunidad de hacer arbitraje existe una probabilidad p*
de pasar de cualquiera de los nodos del arbol binomial al siguiente nodo
que se encuentra en la posicién ascendente, esto independientemente
del nodo y la fecha.

*

p =ﬁ(l+r—d).

Siendo los mercados completos la p* es tnica.

Ahora como el precio de la accién en la fecha n s6lo depende del
numero de subidas de la accion de la fecha cero a la fecha 7 (el numero
de bajadas es la diferencia entre n y el nimero de subidas). Con la
probabilidad p*, S, en una v.a. binomial de parametros n y p*, i.e.:

PISy =u/d" S| = (’}) (P —p*) .

6.1. Pricing
Denotemos por Cy el valor del call asociado. Si se tienen n periodos

1
1+rn

19

Co = E*(Sy — K);.
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Asi que calculando esperanza

) R , o
) > (?) (P —p) Wl d ISy — K).. (6.1)
Jj=0

Cho= ——
O L+

Vamos a escribir la féormula anterior 6.1 de otro modo. Primero
definamos _ ,

n=inf{j e N:uw/d" /S, — K > 0}
Sea [[«]] la parte entera del numero «, i.e. [[x]] < o < [[x]] + 1. Se tiene

que

3 log(K/Sod™) 1

- H log(u/d) H T
En términos financieros, n es el nimero minimo de subidas que se
tienen que dar durante los n periodos para estar “in the money" i.e
para obtener una ganancia estrictamente positiva. Asi que (6.1) la
podemos reescribir como:

Co= (1 +r)" Z ( )(p YL = p")"!d" S — K).
Denotemos por:

b(n, j,p) = (7}) p'a—p)7

n

B(n,n,p*) =Y _ bn, j,p*).

Jj=n
Teniendo en cuenta que
1 p'u d-—dp”
1+r  1+7v '

se obtiene:

PROPOSICION 6.1.1. El precio de una opcion de compra para el modelo
binomial esta dado por:

n * J x\ N—J
B r*u d—dp K .
CO_SOZ(IH/) ( 1+7r ) (1+r)nB(n,n,p)

ru K .
=SB — B .
So (n,n, 1+V> a1 (m,n,p*)
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6.2. Vamos a escoger los Parametros

Vamos a suponer que tenemos un mercado financiero en un periodo
de tiempo [0, T]. Supongamos que tenemos n periodos de longitud
T/n. Ahora estudiemos el modelo binomial para estos n periodos. Aqui
vamos a suponer que los parametros v,, u, y d,, dependen del tamaio
del intervalo (Aqui T/n) y que ademas:

)n

i) Iim(1 +7ry)" = exppT por ejem. v, = p/n),
n

donde p es la tasa de rendimiento instantanea.
Sea Sy, el precio del activo después de n periodos. Si J es la v.a.
que denota el nimero de alzas para los n periodos. Entonces

Spo(J/J=j)=Seuld" ™’
Sn _
So

(6.2)
log

Jlog Un +nlogd,,
dn
donde J es v.a. binomial de parametros n y p;, (p;, depende del nimero
de periodos pero no de cual es el periodo).
Se tiene en particular que:

EJ] = npy,Var(J) = npy(l — py).

Denotemos por nu, la esperanza de In %’0“ y noa su varianza. Sea St el
precio del activo al tiempo T.

Vamos a dar algunas condiciones para que el modelo discreto
aproxime al precio St, en el sentido de que:

Sn ST
Eln (So> — Eln <So>
Var (ln if;) — Var <ln 2) .

Utilizando que J es binomial y la ecuacion 6.2 se obtiene que

Sn . u
ElnS—’;L = Ny = N(pPn lnﬁ +Ind,),

2
Var <ln S") =102 =npu(l — py) (ln u") )
SO dn
Vamos a tomar p,, = 1/2 para simplificar. Hemos visto que el
precio de la opcion no depende de p, asi que vamos a pedir que los
coeficientes uy, dy, sean tales que ny, — uTy nos — o>T. donde 'y
o? representan la media y varianza “instantanea” del rendimiento. Para
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que pase esto podemos tomar por ejemplo:
Uy = eXp“%HT\/;! (6 3)
d, = exp”%_"\/;. '
6.3. Paso al caso limite

Vamos a estudiar el comportamiento de

SoB (n M, f’jf;:) ~ Ty B P,
con In(K/Sod™)
n 0 z
n = H In(un/dy) ” 1
y
«  Ltry—dy
oy, —dn

Hagamos los calculos para B(n, nq, p;,)

B(n,n,p)=>_b(n, j,p);
J=n

b(n, j,p) = <1}> p’(1 — p)" .

Por tanto:
B(n,nu, py) =1 —PIYy <nl,
donde Y, es la suma de n v.a.i. Bernoulli de parametro p;, (p;, depende
de n y n). Vamos a omitir el subindice para aligerar las notaciones.
Ahora

Y_ * _ *
P[Yn<n]=P[ i | bl 4 ]

Vnpr 1 —p*)  /np 1 —p*)
Utilizando la definicion de n y 6.3 tenemos que
1 In s% —uT
=-n+—2— Vn +0 (vVn).
=5 20VT vn (vn)
Ahora utilizando el valor de p}, en funcion de u, y d,, se obtiene:
* 1 [a= ﬂ 10-2
Pn=75 = 20y/n pH '
De donde resulta que
nu—np, g -(p-509T
np;(1 — py) noree oVT
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PropPOSICION 6.3.1. Para cada n sean (Xi.,...Xi1n), n v.a.iid
Bernoulli de pardmetro p}, o0 sea
PlXin=11=1—P[X; =0]=

yseaY, = 2?:1 Sin. Entonces una extension del Teorema limite central,
(Teorema de Lindeberg, ya que la distribucion de las v.a. depende de n)
nos dice que:

Yn - np‘;kl

Vhpy(l —p;)

6.4. Formula de Black-Scholes

— Z ~~ N(0,1).

Reuniendo los resultados de esta seccién obtenemos que:

InK/So— (p — L))"
B(n.nn,p;)—>1—cb<n S0~ (P~ 397 )

oVT
donde

P(x) = exp~ ¢ du.

i

Como &(—x) = 1 — ®(x), se sigue que:

. InSo/K+(p—5)T
B sHiny Fn — P z .
(n, Nn, P) ( T

TEOREMA 6.4.1. Cuando n — +oo, teniendo en cuenta que u, =
EXp“T/nHT‘/T/n ;dn expuT/n—ow/T/n

Co — So®(a) — Kexp?T d(a — ov/'T)
donde r
_ In(So/K) +p N laﬁ.
ovT 2

Para el caso de una opcién de compra
Py =Kexp ?T &S + oVT) — So®(5),

donde In(K/S T
:1’1( /0)*[7 Uﬁ.

oVT 2

De aqui se obtiene la formula de Paridad
Co=Py+Syg— eXp_pTK.
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Modelo semicontinuo del proceso de
precios de activos

7.1. Movimiento browniano en tiempo discreto

DEFINICION 7.1.1. Sea {Yy }o<n<n, Una coleccion de variables aleato-
rias normales estandard definidas en (Q, §, P). El movimiento browni-
ano en tiempo discreto se define como:

By =0,

k
BFZY, k=1,...,n.
j=1

Si conocemos Yi, Y,,...,Y, entonces conocemos Bi, By,...,By.
Inversamente, si conocemos Bi, B»,...,By, entonces conocemos Y7,
Yo,..., Y, va que:

Y1=B1, Bz=Y1+Y2=B1+Y2$Y2=Bz—Bl,

para k
k k—1
Bk:ZYj:Yk""ZYj:Yk"'kal = Yy =By — By_;.
j=1 j=1

Definamos la filtracion:

So=1{0,Q},
Sk=O'(Y1,...,Yk)=O'(Bl,...,Bk), k=1,...,1’L.

PROPOSICION 7.1.2. La sucesion {Bk},’fzo es una P-martingala con
respecto a la filtracion (Sk)’,j:l.

DEMOSTRACION 7.1.3.
E [Bis+1/8k] = E[Ygs1] + By = By. (7.1)

25
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7.2. El proceso de precios

Dados los parametros:

e 1 € R, la tasa media de retorno.
e 0 > 0, la volatilidad.
e Sy > 0, el precio inicial del activo.

El proceso de precios del activo esta dado por:

1
Sk=SOeXp{UBk+<u202> k}, k=0,...,n.

Notemos que:

Ske1 = Sk exp {O'Ykﬂ + <u - ;UZ) } (7.2)
y asi
1
E Sk /Tk] = SKE [exp{0Yi1} /3] exp {H - 202}
=S 1 2 1 2 7.3
= S exp EO‘ exp ;,1—50 (7.3)
1
= exp {202} Sk.
Ahora
p=1n(E[Sks1/k]) — In(Sy)
_ E Sk /Skl
=In (Sk > ,

como S es §x—medible, entonces:

Sk
u=ln(E[ gkl/sk]).

De (7.2) sabemos que:
Sk+1 1 2
= Yi + - =
S exp {U k+1 (IJ 5 o )

S 2
KLy Var(oYie + (U — =) = o2,
Sk 2

asi que:

Var(ln

7.3. Otros procesos del mercado

Otros procesos del mercado son:

(1) El proceso del mercado de dinero
e My=e® k=0,1,...,n.
(2) El proceso del portafolio
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e Ao, Ap, ... Ay,

e Cada Ay es §r-medible.
(3) El proceso de la fortuna o valor del portafolio

e X, es dado, asi que no es aleatorio.

® Xpi1 = DgSpa1 +e" (Xx — ArSk) = A (Ska1 — €"Sk) + e X
(4) El proceso del valor del portafolio actualizado

Xie1 <5k+1 Sk) X
° =A + —.
My My My

7.4. Probabilidad neutra al riesgo

DEFINICION 7.4.1. Sea P una medida de probabilidad en (Q, %),
equivalente a P. Si el proceso del valor del portafolio actualizado

n ~
{%} es martingala con respecto a P, diremos que P es una
k=0

probabilidad neutra al riesgo.

TEOREMA 7.4.2. Si P es una medida de probabilidad neutra al riesgo,
n

entonces todo proceso del valor de la fortuna actualizada { } es
k=0

una martingala con respecto a P, sin importar la composicion del proceso
del portafolio que se utilice para generarlo.

Demostracion:
k+1 Sk+1 Sk Xy
5 =B | (5 - ) < 9
|:Mk+1 k My Mk My «
Skt } Sk ) Xk
=A B | — =X )+ 2K (7.4)
“ ( |:Mk+1 “ My My
_ Xk
=

7.5. Arbitraje

DEFINICION 7.5.1. Un arbitraje es un portafolio que comienza en
Xo = 0y termina con Xt tal que

P(XT > 0)= 1,P(XT > 0) > 0.

TEOREMA 7.5.2 (Fundamental de precios). Si se tiene una medida de
probabilidad equivalente a P neutra al riesgo, entonces no hay arbitraje.

Demostracion: Sea P una probabilidad neutra al riesgo, sea Xy =0,y
sea Xt la fortuna final correspondiente a cualquier proceso portafolio.

T ~
Puesto que {1\%} es martingala con respecto a P,
k=0

Bl X _F Ko
E [MJ -E [Mo] - 0. (7.5)
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Supongamos P(X; > 0) = 1. Tenemos:

PX7y>0=1=PXr<0)=0
~ ~ (7.6)
= PX71 <0)=0= P(X7 >0)=1.
por lo tanto de (7.5) y (7.6) tenemos que ﬁ(XT =0) = 1. De donde
(7.7)

PX;r=0)=1= P(X; >0)=0= P(X7 > 0) = 0.

por tanto no hay arbitraje.

7.6. Construccion de la probabilidad neutra al riesgo

Recordemos que:
e Yy, Y,...,Y, son variables aleatorias independientes normales

estandard, definidas en algun (Q, §, P).
e S =Spexp< oBy + u—%z k?.
¢ se=soew {o (u- ) )

)

2

Sk+1 = Sk exp {O'Yk+1 + (

como My, = e"**D tenemos

Sk+1 Sk g
=2k Y, —r— = 7.8
Mk+1 Mk eXp{O- k+1 t (IJ r 2 )}! ( )
por tanto,
S S o’
E [ £l /3k:| = == {E [exp {0¥ia}] } exp {u —r - }
Mk+1 Mk 2 (79)
_ S exp {u —r}
=, O :

Si u = r, la medida de probabilidad es neutra al riesgo. Si u # 7,
tenemos que hacer algo mas para encontrar la medida neutra al riesgo:

Sk+1

My My

donde

S o?
=2k exp {O'Ykﬂ +(u—7— 2)}
(7.10)

S ~ o?
= ﬁ'; exp {UYk+1 - 2}

u—r

Yk+1 = Yk+1 +



7.7. LA IDEA DE GIRSANOV EN TIEMPO DISCRETO 29

La cantidad £F = 0 es llamada precio del rlesgo en el mercado.

Ahora queremos una probabilidad P con la cual Yl, Yz, .. Y sean vari-
ables aleatorias independientes normales estandard, y asi tendriamos:

{f/[i:l /8 } ;TI;E [exp {O'?k-#l} /&k} exp {_éo.z}

(7.11)
& ex 1 ex L —o? _ Sk
M, P27 (P20 Ty
7.7. La idea de Girsanov en tiempo discreto
Definamos la variable aleatoria
- 1
Z= -0y, — —6°
exp Z ( oY 5 0 )
Jj=1
Propiedades de Z:
o 7 >0,
[ ]
" n
E(Z)=E | exp Z exp{——@z}
2
j=1 (7.12)

v {30 {—fez} :
exp { 5 exp 5
Definamos una nueva probabilidad P =~ P mediante:

P(A) = /de, VA € §,
A

entonces _
P(A) > 0,VA € §,

y -
P(Q)=E(2)=1,

por lo tanto P es una medida de probabilidad.

Ahora demostremos que P es una medida de probabilidad neutra
al riesgo, para ello basta demostrar que:

Y=Y +0,Yo=Yo40,- Y=Y, +0.

son v.a.i. N(0, 1) respecto a la medida P.

Demostracion:

e Y1,Y,,---Y, sonv.ai. N(O, 1) respecto a la medida P, y

n

n
1
Eexp [y u;Y;| =exp Zﬁ”i
1

Jj=1
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?1 Y1+9Y2—Y2+0 n—Y + 0.
Z > 0 casi seguramente, donde

7 =exp [an (oY, — ;92)],

J=1

P(A) = /de, VA € 3,
A

por lo tanto EX = EXZ,VX v.a. o B
Calculemos la transformada de Laplace de (Y1,Yo,...,Y,)
respecto a la medida de probabilidad P:

n

h n
E v fod 1
Eexp Zquj = Eexp Zquj exp Z<9Y1292>
J=1 Jj=1

Jj=1

=F |exp Z”JY*QHZ QYfoZ
J:1
= |Eexp Z 0)Y; exp{Z(ujefEQ)}
| /=1 j=1
= exp ZE —0)| exp Z(“J@_EQ)
| =1 Jj=1
= iy
= exp 271
J=1

7.8. Valuacion de un call europeo

El precio del activo al tiempo n es:

Sn =Soexp { 0B, + (u — So*)n}

n
= Sy exp O'Z Yj+(u—io°m
=)

n
=Spexp o> Y+ (r—1o’)n
-1



7.8. VALUACION DE UN CALL EUROPEO 31

El valor del call en el tiempo de ejercicio N es (Sy — K)*, ahora el precio

actualizado del call es:
+

(Sn — K a
TWN — _ T —rN Y 1,2
ETN_E exp ™ | Soexp (Tjg:1 Yj+(r—30°)N» —K

Teniendo en cuenta que Zl}il f’j es N(0,N) respecto a la medida de
probabilidad f’, por tanto:

E(SJ\IMi =/ exp(—1N) (So exp {ob + (r — }0*)N} — K)”
N 00

1 b?
S exp (_ZNZ) dab.

Este es el precio Black-Scholes, el cual no depende de p.

(7.13)
X
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